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MATHEMATISCH CENTRUM, T
2de Boerheavestraat 49, W
Ams terdam-0,
Rapport S 145 (M 5%Z)

doo Ph.van ¥lte en.

Constructie van betrouwbaarheidsintervallen
met behulp van de toets van WILCOXON,

1. Betrouwbaarheidsinterval blj 2 steekproeven,

Gegeven zijn twee steekproeven:

Xq,......,xnvan de stochastische variabelex en

Tgseeeonasyy " ! " Y.

Er wordt ondersteld dat x en y verdelingen hebben, dic
alléén in hun gemiddelden kunnen verschillen, Dus:

Ex -Cy =9
en x en y +8 hebben dezelfde verdeling.

Gevraagd wordt op grond vén de steekproeven een be-
trouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel & voor
5 te bepalen,

Deze vraag kan worden beantwoord met behulp van de
toets van WILCOXON, welke wordt behandeld in memorandum S h-
(M 7) van het Mathematisch Centrum. Daarin wordt de toetsing.
grootheid U van WILCOXON voor steekproeven van de ultgebreid-
heid n van x en van de uitgebreidheid m van y gedefinieerd
en de verdeling van U beschreven onder de hypothese HO dat
x en y dezelfde verdeling hebben. Als de verdeling van U
onder HO bekend is, kan de kritieke waarde U, worden bepaald,
gedefinieerd als de grootste waarde, die U kan aannemen
waarvoor geldt:

1)
P{HgUajHo}éa.

‘Voor de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval gasn
wij nu als volgt te werk:

1, Bepaal alle m n verschillen van een waarneming van X en
een waarneming van y, die men uit het waarnemingsmateriaal
kan vormen,
2. Rangschik deze verschillen naar opklimmende grootte,
3, Bepaal voor ieder verschil Xy = ¥ de volgende aantallen:
a = het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil.
¥ = het aantal verschillen, groter dan dat verschil.
Als wij de. grans van ven near boven. begrensd eensi 7
betrouwbaarheidsinterval willen bepalen,

1) Hieronder te verstaan de kans dat U s Ue is, als HO geldt.
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aoeken wlj 2 opeenvolgende verschlllen: dq en d) (d <al)

1 1 1
zooanlg dat bq + 2a1>'Q# en b% +5a ,1:§U‘7< is, waarbij a, en b,1
resp. fa% en b% de bij 61 resp. d% behorende aantallen a en b

gedefinieerd in punt 3 zijn en K de gekozen onbetrouwoaarheldbﬂ
drempel is. Is nu b ::Qg, dan woordt het betrouwbaarheidsinter
val A §(11 en ls dus d, een bovenwrens, drie bij het intevval
behoort.Is echter voor d,f bzB .U, dan wordt het interval
d «ad 4 en 15dUs d? een boengrens die met bijtet interval behoort.

Als WlJ echter de grens van een naar beneden begrensd éénzij-
dig betrouwbaarheidsinterval willen bepalen, zoeken wij 2 op-
ecnvolgende verschillen d, en dj (d, > d/ ) (met aantallen a

en b/

en b,in 3 gedefinieerd, gelljk aan a, en b2 resp. ET

i
Epe)
>

zédenig dat:b, + a,<mn - U, en by +~ Lal 2 mn - Uy is.

2 ol 2 2aé

Als nu bé;; mn - U, wordt het betrouwbaarheidsinterval
5fg.d2 en is dus dg cen benedengrens, die bilj het interval

behoort, is daarentegen b} < mn - U , dan wordt het interval

2
5 > dé en 1s dus cen benedengrens, die niet bilj het inter-
val behoort.

ab

Indien men een twwezljdig begrensd betrouwbaarheidsin-
terval wil verkrijeen, bepaalt men als boven aangegeven cen
bovengrens en een benedengrens, maar dan ieder bij een onbe-
trouwbaarheidsdrempel -+, als o{ de voorgeschreven onbetrouw-
baarheid 1is.

Voorbeeld:
Waarnemingen van x: 18,2; 16,23 20,3; 17,45 18,9; 21,4

¥ "oy 16,75 12,55 15,25 4,35 15,95 17,8
Gevraagd wordt cen tweezijdig begrensd betrouwbaarheids -

interval vooré==ggg»«gg; bij een onbetrouwbaarheidsdrempel
o= 0,05,

Oplossing: Wij vinden in een tabel van de verdeling van
de toetsingsgrootheid U van WILCOXON (zie b.v.[ﬁ]van de lite-
ratuurlijst):

U

0,025 ~ 5
mn - UO,025 =36 - 5 = 31

Wij rangschikken nu de x- en .de y-waarnemingen naar op-
klimmende grootte en geven de verschillen Xy - yj in onder-
staande tabel:



Tabel der verschillen Xy = yj in het voorbeeld

waarnemingen van X

16,2 [ 17,4 | 18,2 18,9 | 20,3 | 21,4

/12y5 +3,7 | +4,9 | +5,7| +6,4 | +7,8 | +8,9
14,3 | +1,9 | 43,1 | +3,9| +4,6 | +6,0 | +7,"
waar- 15,2 | +1,0 | +2,2 | +3,0 | +3,7 | +5:1 +6,2
nEMIDEST § 15,9 | 0,3 | +1,5 | 42,3 | +3,0 | +h, 41 45,5

- 16,7 | 0,5 | +0,7 | +1,5 | +2,2 | +3,6 | +4,7
17,8 | =1,6 | ~0,4 | +0,4 | +1,1 | +2,5 +3,6

. \

Wij rangschikken nu de verschillen naar opklimmende
crootte en bepalen de aantallen a en b boven vermeld:

a el a b a b a b
~1,6 11 |35 1,0 1 |25 ] 4,4 |12 | 6,413
~0,5 | 1 |34 +2,20 2 123 +4,6 |1 |11 | +7,1 1|2
~0,% 1 1 133 12,31 1 |22 +4,7 (1 1101 7,8 1|1
F0,3 | 1 |32 2,51 1 21| +4,911 | 9] 8,910
FO, 4 | 1 (31 +3,01 2 |19 +5,1| 1| 8
+0,7 | 1 |30 +3,11 1 118 +5,5 | 1 7
+1,0 1 1 129 +3,61 2 [16] 45,711 | 6
+1,1 | 1 | 28 3,71 2 |14 46,011 ] 5
1,5 2 | 26 +3,91 1 |13 6,21 | 4
Wij vinden nu:
voor d, = 6,0: b, + iaq = 53
voor d} = 6,2 o)+ ﬂa% = 43
1 — < -
b, =5 = Uy opg U8 d=a,=6,0
— . 14 — X
voor d, = 0,7: by + 385 = 303
voor df = O,4: Db + zal = 313
| B — e 2 =
b; = 31 = mn UO,OQB dus 5~_d2 0,7

Het tweezijdig begrensdebetrouwbaarheidsinterval wordt
dus :

+O,7§éc§ = 4+6,0.
N.B. De feitelijke eenzijdige overschrijdingskans van U=5
bijm=n=6 is 0,02. Bij een onbetrouwbaarheidsdrempel 0,0
zouden wij dus hetzelfde interval gevonden hebben. Het ver-

dient asnbeveling om deze kleinst mogeliljke onbetrouwbaarheild



I

op te geven, aangezien deze aanzienlijk lager kan zijn dan
de voorgeschreven waarde,

In vele gevallen kan de waarde van U, allean bij bena-
dering bepaald waorden (Zie[1]) In die gevallen gelden
de betrouwbaarheidsgrenzen uiteraard ook alleen bi] benade -
ring.,

2. Betrouwbaarheidsinterval bij aan aantal paren steekprocven.

Gegeven zijn k paren stochastische grootheden X;,¥;
(i =1,......,k). Wij beschikken over onderling onafhanke-
1i jke steekproeven van leder van de grootheden:

x x van X,
i1 "7 i, n, =i .
' ’ 1 (l = 1’0.‘°°’k)

2 e o o ¢ 2 qun s
Vig0 y1,mi an Yy

Er wordt ondersteld, dat Xy €en yy verdelingen hebben,
die alleen in hun gemiddelden kunnen verschillen, terwijl
deze verschillen dan vooralle 1 gelijk zijn. Dus:

Exy -ty = 8 (1=1.000%)

en x; en y, + o) hebben dezelfde verdeling ( Deze verdeling
behoeft voor verschillende waarden van i niet hetzelfde te
zijn).

Gevraagd wordt op grond van de steekpraven een velrouw-
bazrheidsinterval voorcg, met onbetrouwbaarheidsdrempel & te
bepalen,

Deze vraag kan worden beantwoord met behulp van een
combinatie van k onderling onafhankelijke toetsen van WIL-
COXON, De methode van het combineren van onderling onafhan-
kelijke toetsen wordt behandeld in memorandum S 102 (M 17/,
Men kan daarin het volgende vinden: Zi] Cy (L = 15..0..5k)
eecn gegeven constante en Ui (i =1,.....,k) de toetsingsgroot-
heid U van WILCOXON voor het paar steekproeven xiigCn,q,xinf

ylioa.,o,yini, dan heeft \

T-2 ¢l
L:I 3 A
onder de hypothese HO dat voor iledere 1 Xy €n yy dezelfd.
verdeling hebpgn, bij benadering een normale verdeling met
gemiddelde: > e s |
i=1 ¢/«

k 2 2
en variantie 2 coo.,
£:1 «

waarin‘/ii = 3m ?1
en oy =Lmn, (m, +n, + 1)
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(eventueel met een correctie van gelijke waarnemingen, zie
memorandum S 47 (M 7) ), de verwachting resp. de variantie
onder HO voorstellen van de toetsingsgrootheid Hi' Indien

wij kilezen ¢, = C5 = coov = O = 1, kan men hieruit onmid-

'k
delijk de verdeling ven [ =2 (L onder de hypothese H,

[N

afleiden, dus ook de grootste waarde 1. s diegzikan aannems "

3
en waarvoor geldt:

P{I_—?T& )Ho}_—ie‘

Voor de hepaling van het betrouwbaarheidsinterval
gaan wij als volgt te werk:

1. Bepaal alle zf m; Ny verschillen van een waarneming van
o=

X. en een waarnemlng van de overeenkomstige stochastische
grootheid_zi,
2. Rangschik de verschillen naar opklimmende grootte,
3, Bepaal voor ieder verschil Xij - Vyqt
a = het aantal verschillen, gelijk aan dat verschil,
b = het aantal verschillen, groter dan het verschil.
Men gaat verder geheel te werk als beschreven ig i»
par, 1 voor één paar steekproeven, met dien verstande dat

men voor U, moet lezen T;.

Voorbeeld:
k=2
waarnemingen van x,: 5,65 6,20 5,05 5,50
" " y.: 3,00 3,15 2,85 3,20
" " X5t 7,05 8,40 17,35 7,60
§ " y.: 3,95 5,65 4,35 3,95
Gevraagd: wordt weer ecen tweezijdig begrensd betrouwbaar-
heidsinterval voor ES=€;£J_E y, pij een onbetrouwbaari~f~
drempel ol= 0,05,
Oplossing: Wij vinden met behulp van een tabel van de ver-

deling van de toetsingsgrootheid U voor de kritieke waar-

= 4 en 2 wmm T =32_4:28

0,025 i1 Lok 0,025



-

(deze kritieke waarden zijn niet bepaald met behulp van bovenQ
veschreven benadering, doch afgeleid uit de exacte verdeling
ven U, + Uy, dle in dit geval gemakkelijk te bepalen is).

Wij rangschikken de Xy en ¥y waarnemingen weer naar op-
klimmende grootte en bepalen de verschillen:

Tabel der verschillen Xij - Y497
waarnemingen van Y4
2985 35"" 3915 3320

5,05 | 2,20 | 2,05 | 1,90 | 1,85
waar- 5,50 | 2,65 | 2,50 | 2,35 | 2,30
neming o)
T 5,65 | 2,50 | 2,65 | 2,50 | 2,45
6,20 | 3,35 | 3,20 | 3,05 | 3,--

waarnemingen van Vo

3,95 (2) | %,35 5,65

) 2,70 1,40
) 3,20 1,90
)| 3,25 1,95
)| 4,05 2,75

7,05 3,10

(
S 7555 3,60 (
nemingen 7,60 3,65 (

VAR Epg,ho | N5

(aarnemingen en verschillen waarachter het cijfer (2) ver-
meld is komen 2 meal voor).

Wij rangschikken nu de verschillen naar opklimmende
crootte en bepalen de aantallen a en D gedefinieerd in par.1:

a b a b a b a b
1,8 [ 1 [31] 2,30 |1 |24 | 2,75 |1 |16 | 3,25 |1 8
1,85 11 [30] 2,35 |1 |23 | 2,80 |1 |15 35,351 | 7
1,90 | 2 |28 2,45 [ 1 |22 | 3,-- |1 |1k 3,602 | 5
1.95| 1 |27| 2,50 |2 |20 | 3,05 |1 [13| 3,652 | 3
2,05 1 | 26 2,65 12 |18 | 3,10 |2 | 11 4,05 | 1 2
2,200 1 25| 2,70 |1 {17 | 3,202 | 9| H,45] 2] O
Wij vinden nu:
Vogr d, = 3,60 b, + %aq= 6
dj = 3,65 L+ say= il
b,] = 5> 'Ems: I dus S< d,'] = 3,65



voor d, = 1,95 Db, + Ya, = 273
1 _ 1 —
ay = 1,90 DL+ sab = 29
b =28=—‘Z')’)’1A71__.T=28 dus é:%d = 1,95,
2 P R 0,025 2

Het tweezljdig begrensde betrouwbaarheidsinterval wordt

dus ¢
g5 = 0 < 3,65
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